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Einleitung. 


.— 


Die Geschichte der Oberflächen zweiten Grades 
. von Descartes bis Euler. 


Wenn auch neuere Untersuchungen zu dem Resultat 
geführt haben, daß bereits einige Jahre vor Descartes ein 
anderer bekannter französischer Mathematiker, Fermat, 
den Gedanken gehabt hat, die Sätze der Algebra der 
(seometrie dienstbar zu machen, um durch die Verbindung 
der beiden Zweige der Mathematik geometrische Sätze 
zu beweisen und geometrische Aufgaben zu lösen!), sieht 
Gantor doch Descartes als den Entdecker der analy- 
tischen Geometrie an’), da er seine Gedanken früher als 
Fermat der Öffentlichkeit übergeben hat, und da die 
Geschichte dort, wo Erstlingsrechte zu vergeben sind, 
allein die Zeit der Veröffentlichung als maßgebend zu 
betrachten pflest. 

Indessen beschränkt sich Descartes in seiner 
„Geometrie“ fast ganz auf die analytische Geometrie der 
Ebene; nur andeutungsweise und gleichsam verstohlen 
findet sich am Schluß des zweiten Buches des erwähnten 
Werkes ein Hinweis auf die analytische Geometrie des 
Raumes. Descartes sagt dort: ?) 


!) Cantor. Vorlesungen über Geschichte der Mathematik. 
Band 2, pag. 816. 

2) ebenda, pag. 811. 

3) Descartes. La geometrie, pag. 74—7D. 


„Übrigens habe ich hier nur von solchen krummen 
Linien gesprochen, die man in einer ebenen Fläche be- 
schreiben kann, aber man kann leicht das Gesagte auf 
alle diejenigen übertragen, die man sich durch regelmäßige 
Bewegung von Punkten im dreidimensionalen Raum ent- 
standen denken kann. Fällt man nämlich von allen 
Punkten einer solchen Kurve Perpendikel auf zwei zu- 
einander senkrechte Ebenen, so beschreiben die Fußpunkte 
derselben zwei andere Kurven, je eine in den beiden 
Ebenen, deren Punkte man auf die soeben erörterte Weise 
bestimmen kann, indem man sie auf die Punkte der 
Geraden bezieht, in der sich die beiden Ebenen schneiden; 
alsdann sind die Punkte der dreidimensionalen Kurve 
vollständig bestimmt. Will man z. B. eine Gerade ziehen, 
die die gegebene Kurve in einem gegebenen Punkte recht- 
winklig schneidet, so braucht man nur zwei andere Gerade 
in den Ebenen zu bestimmen, welche die in der betreffenden 
Ebene gelegene Kurve in dem Fußpunkt des von dem 
gegebenen Punkte zefällten Perpendikels unter einem 
rechten Winkel schneidet. Legt man dann durch jede 
dieser beiden Geraden eine Ebene, die zu der Ebene, in 
welcher die betreffende Gerade liegt, senkrecht steht, so 
ist die Schnittlinie dieser beiden Ebenen die gesuchte 
Gerade.“ 

Wenn in dieser Behauptung auch ein Irrtum liegt, 
‚insofern als sie in der Allgemeinheit nicht richtig ist, 
vielmehr nur dann zutrifft, wenn die Raumkurve eben ist, 
bleibt die Übertragung des Gedankens auf den Raum 
immerhin erwähnenswert und von Bedeutung. 

Nachdem Descartes mit seinem Werke vor die 
Öffentlichkeit getreten war, beschäftigte sich auch Fermat 
eingehender mit dem neuen Zweige der Mathematik und 
fügte manches Neue zu den schon von Descartes gefundenen 
Ergebnissen hinzu’); doch auf den Raum dehnte auch er 


') Fermat. Varia opera mathematica. 


die analytisch-geometrische Methode noch nicht aus. 
Zwar hat er sich, wie aus einem aus dem Jahre 1643 
stammenden Brief an Carcavy') hervorgeht, bereits mit 
Oberflächen zweiter Ordnung beschäftigt, indem er, nicht 
ganz fehlerfrei, die Kurven besprach, in welchen eine 
solche Oberfläche durch eine Ebene geschnitten wird, doch 
ohne die analytisch - geometrische Methode anzuwenden. 

Die nächsten bedeutenden Forscher, die sich mit 
Oberflächen zweiten Grades beschäftigt haben, sind 
Huygens und Jakob Bernoulli. Ersterer schaltet in 
seinem im Jahre 1665 veröffentlichten Werke „horologium 
oscillatorium* bei der Betrachtung ebener Kurven einige 
unbewiesene Konstruktionen ein, die sich damit beschäftigen, 
den Flächeninhalt einer Oberfläche zweiten Grades als 
Flächeninhalt eines Kreises darzustellen ?), während letzterer 
in seinem Werke „opera“ °), das im Jahre 1696 erschien, 
eine Arbeit über die Komplanation konoidischer und 
sphäroidischer Oberflächen veröffentlicht. Doch in beiden 
Arbeiten werden Raumkoordinaten noch nicht eingeführt, 
und demgemäß wird eine Gleichung für die Oberflächen 
nicht aufgestellt. | 

Etwas später, in den Jahren 1697 und 1698, be- 
schäftigte sich Johann Bernoulli, wie aus einem Brief- 
wechsel mit Leibniz hervorgeht‘), mit den kürzesten 
Linien auf den Oberflächen. Ist Bernoulli bereits damals 
zu der allgemeinen Gleichung für die kürzesten Linien 
gelangt, wie er sie am Ende des Jahres 1728 an 
Klingenstierna in Upsala in einer Abhandlung mitgeteilt 
haben will®), welche er aber erst 1742 in der Gesant- 
ausgabe seiner Werke zum Druck gab°), ist damit der 


1) Oeuvres de Fermat, Band 1, pag. 111—117. 

®) Huygens. Horologium oscillat., pag. 73—77. 

3) Jak. Bernoulli. Opera, Band II, pag. 739— 744. 

*) Cantor. Vorles. üb. Gesch. d. Math., Band 3, pag. 244. 
5) vergl. ebenda, pag. 244. 

%) Joh. Bernoulli. Opera, Band IV, pag. 108—128. 
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Beweis erbracht, dab Bernoulli schon 1698 Oberflächen- 
gleichungen mit Hülfe von drei Raumkoordinaten aufzu- 
stellen und zu behandeln wußte. 


Cantor hält es für unwahrscheinlich ') und glaubt, 
daß das Verdienst, die ersten Gleichungen von Ober- 
flächen in drei zueinander senkrechten Raumkoordinaten 
aufgestellt zu haben, eher dem französischen Mathematiker 
Antoine Parent zugeschrieben werden muß. Dieser 
beginnt seine Untersuchungen über die Oberflächen zweiten 
Grades?) mit der Tangentialebene der Kugel, für die er 
die Gleichung ableitet: 


@+y?—2cy+b +2? —- 2x ta 2 9azer 


Unter Anwendung der analytischen Methode beweist 
er ferner den Satz, dab das Cylindroid, wie er das ein- 
schalige Rotationshyperboloid nennt, durch Umdrehung 
einer Geraden um eine andere so, dab beide in allen 
Lagen windschief zueinander liegen, erzeugt werden kann °). 


Diese Entwickelungen setzt Clairaut fort; zu den 
schon von Parent gefundenen Ergebnissen, die er kurz 
wiederholt, fügt er neue hinzu: er stellt Gleichungen auf 
für den Kegel mit kreisförmiger Basis, das Paraboloid, 
für Rotationsflächen und allgemeine Kegelflächen‘). Zum 
Schluß seiner Arbeit bemerkt er, daß man eine Vorstellung 
von der Gestalt der Oberfläche gewinne, wenn man die 
einzelnen Koordinaten in der Gleichung verschwinden oder 
unendlich groß werden lasse). Von Interesse ist ferner, 
daß Clairaut die schon von Fermat behandelte Frage, 


!) Cantor. Vorl. üb. Gesch. d. Math. III, pag. 244 und 418. 

?, Parent. FEssais et recherches de mathematique et de 
physique, Band II, pag. 181ff. 

®) ebenda, pag. 645 ff., besonders pag. 658. 

*) Clairaut. Recherches sur les courbes ä double courbure, 
'pag. 818. | 

°) ebenda, pag. 35—39. 
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in welcher Kurve eine Oberfläche zweiten Grades von 
einer Ebene geschnitten wird, zuerst mit Hülfe der ana- 
lytisch-geometrischen Methode zu beantworten sucht’). 

Ein weiterer bedeutsamer Fortschritt in der Geschichte 
der Entwickelung der Oberflächen zweiten Grades findet 
sich in der „Introductio“ von Euler, die sich in 'einem 
Anhang von sechs Kapiteln?) mit den Oberflächen be- 
schäftigt. Im ersten Kapitel gibt Euler eine Definition 
der Oberflächen von Körpern überhaupt als solche krumme 
Flächen, die es im allgemeinen nicht gestatten, daß durch 
vier Punkte derselben eine Ebene gelegt werden kann; 
er führt das dreiaxige, rechtwinklige Raumkoordinaten- 
system ein und zeigt, wie eine Oberfläche als Versinn- 
lichung einer Gleichung zwischen den Größen x, y, zZ zu 
betrachten sei, wenn diese die Längen der Koordinaten 
darstellen. Im zweiten Kapitel betrachtet er die Kurven, 
in denen eine Oberfläche von einer beliebigen Ebene 
geschnitten wird, im dritten insbesondere die Schnitte des 
Zylinders, des Kegels und der Kugel mit einer Ebene. 
Das vierte Kapitel beschäftigt sich mit den Koordinaten- 
transformationen eines rechtwinkligen Systems in ein 
beliebiges anderes rechtwinkliges System. Nach der 
Ableitung dieser vorbereitenden Formeln kann er dann im 
fünften Kapitel an die Lösung der uns hier vornehmlich 
interessierenden Aufgabe herantreten, die vor ihm noch 
niemand zu lösen versucht hatte, die allgemeine zehn- 
gliedrige Gleichung für die Oberflächen zweiten Grades 
zu diskutieren, die er in der Form annimmt: 


BB EDyELYy32 ON LEIY LE I NZLOyH ix 
+r=(. 


Nachdem er den Asymptotenkegel der durch diese 
allgemeine Gleichung dargestellten Oberfläche betrachtet 


') Histoire de l’Academie Royale des Sciences de Paris. 
Annee 1731, pag. 483—4%. 
°) Euler. Introductio, pag. 323£f. 
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hat, führt er unter Anwendung der’ im vorhergehenden 
Kapitel gewonnenen. Transformationsformeln durch Drehung 
des Koordinatensystems um den Anfangspunkt und durch 
eine parallele Verschiebung desselben die ursprüngliche 
Gleichung über in: 


Ap’+Bq’+Cr’=3%. 


Aus der Form der Gleichung schließt Euler, daß der 
neugewählte Koordinatenanfangspunkt der Mittelpunkt der 
Oberfläche ist. 

Eine Diskussion der allgemeinen Gleichung der 
Oberflächen zweiten Grades ist nach Euler wiederholt 
gegeben worden. Zu einer auch der äußeren Form nach 
vollkommensten Darstellungsweise haben erst die klassischen 
Untersuchungen Hesse’s geführt. Daß aber schon 
Cauchy und Plücker eine vollständige Klassifikation 
der Oberflächen zweiten Grades gegeben haben, wird aus 
den folgenden Ausführungen hervorgehen, wenn ihre 
Ergebnisse in der jetzt üblichen Schreibweise aufgeführt 
werden. 


Il 


I. Die Klassifikation der Oberflächen 
zweiten Grades bei Cauchy. 


In seinen Abhandlungen über die Oberflächen zweiten 
Grades!) geht Cauchy aus von der allgemeinen Gleichung 


1) Ax’+ By’+Cz?-+2Dyz+2Ezx+2Fxy-+26Gx 
+2Hy-+2Jz=K. 


Die Konstanten entsprechen bei der jetzt üblichen 
Schreibweise 


1‘) a,x2°+3a,y’+a,2°+ 22,324 22,,2X+ 24,Xy 
+22,X+224,7+22,242,=I0, 

wo allgemein a; —= Ay; gesetzt wird, beziehungsweise den 
Größen Ayı5 Ayo, Ayg, Ang, Azı, Ayo, Ay, Any, Agı, Ay. Die 
Diskussion der Gleichung (1) beginnt er, indem er die 
Oberfläche mit einem System paralleler Geraden schneidet, 
eine Methode, die er, wie er selbst in der Einleitung ?) 
seiner ersten Abhandlung sagt, unter den verschiedenen 
möglichen für eine der einfachsten hält. 

Eine beliebige Gerade, die durch den Punkt £&, n, £ 
gelest ist und mit den drei Koordinatenaxen die Winkel 
a, ß, y bildet, hat die Gleichungen: 


) a ee lege 

Cosa cos ß cosy 
ter 
y=n-+recosß, 
ZI EOS; 


oder 


!) Cauchy. Exercices de Mathematiques, pag. 1—22 und 
pag. 32—120. 
?) ebenda, pag. 1. 
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wenn + r die Entfernung des laufenden Punktes x, y, z 
von dem festen &, n, & in dem einen oder andern Sinne 
ist. Werden die Werte (2°) für die Größen x, y, z in die 
Gleichung (1) resp. (1‘) eingesetzt, so ergibt sich eine in 
r quadratische Gleichung 


3) s® r2tr+u=K)), 


in der die neu eingeführten Konstanten die folgenden 
Werte?) haben: 


= &: cos?a + a,, 608°P + a,, C08?y 4 2a,,C0SP COSy 
—+- 2a,, 608y cosa + 24,,C08a.C08Pß, 
1t En (a,c+ 2,50 2,5° + 9,,) 08a + 
3°) ' (A 4 N + %C + 2,,)cosß + 
(A + 97%, + A,,) C08y, 
5 2, +2,74 a,0° + 22,nC 422,04 2,89 
| + 24,57 2%,n-7 23,0. 


Die Auflösung der Gleichung (3) liefert zwei Werte 
für r, welche die Abstände des Punktes &, n, & von den 
Schnittpunkten der Geraden (2°) mit der Fläche (1) an- 
geben. Die Verbindungslinie der beiden Schnittpunkte 
wird durch den Punkt £,n, ö halbiert, wenn die Gleichuug 
(3) rein quadratisch ist, d. h. wenn 


(A,, C08a + a,,608P + 2,,C08yY) $4-°) 
) (2,1 C08@ + &,,608ß + 2,,C08y)n + 
(A, C08a + a,,C08P + a,,C08y) + 
&,, C0Sa + a,,C08Sß + a,,C08y —= 0 Ist. 
Bei veränderlichen Werten £&,n,£ stellt die Gleichung 
(4) die Diametralebene der Richtung a, ß, y dar; aus ihr 


!) Cauchy, pag. 2 und 3, (8) und (10). 
?) ebenda, pag, 2, (7). 
®) ebenda, pag. 8, (14). 
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ergeben sich als die Gleichungen für die Diametralebenen 
der Richtungen der Koordinatenaxen die folgenden: 


er ae a he —=0 
5) At A991] a &5C +, —0 
er a] ee a0 4,, —0 '). 


Da die Koordinaten des Schnittpunktes der Ebenen 
(5) der Gleichung (4) unabhängig von a, P, y genügen, 
so folgt, daß alle Diametralebenen durch diesen Schnitt- 
punkt gehen, der infolgedessen Mittelpunkt der Oberfläche 
genannt wird. Seine Koordinaten sind: 


A A A,2) 
ae ln 24 ee 
All: Ä Ay Au 


Wo A,,, Ay, Ag, A,, Unterdeterminanten der Haupt- 


determinante 
7) A= A] Ag Ay 


a 
a Ay Ag Ayı 
gr, Age, Ippı Bpı 
a a 


42 dyz dy4 


sind. Diejenigen Axen, die zu ihren Diametralebenen 
senkrecht stehen, werden als die Hauptaxen definiert; 
diese müssen demnach den Bedingungen genügen: 


[ 3, 08a + &,2608P + &,,608Y _ 
Cosa 
g) J A C08Sa —- Ag; C0SP + A,,C08yY N 
cosp 
Ay, C0OSa + A,,Cc08ß + A,,C08y _ 5) 
C0SY 


’ 


ı) Cauchy, pag. 4, AN). 
?) ebenda, pag. 91, (49). 
3) ebenda, pag. 82, (6). 
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wenn s den unter (3°) angegebenen Wert hat. Aus den 
Gleichungen (8) ergeben sich die folgenden: 


(a, —S)cosa—+ 2,,C08P + 2,,008y=0|') 
9) 3 2,,C08a + (A,, — S) C0OSß 4 a,, C08y = 0 
a, C0Sa + 2,5 608ßP — (A,, — 8) C08y —= 0, 


und aus diesen folet durch Elimination von cosa, COSP, 
coSy: 


EN 
10) 1 &,—8 4A, A — N 
Ag] gg 8 Az 
Az] Ayy > 


Da diese Gleichung in s vom dritten Grade ist, hat 
eine Oberfläche zweiten Grades drei Hauptaxen, deren 
Längen mit Hülfe der Gleichung (3) zu bestimmen 
sind, indem in diese der Reihe nach die sich aus der 
Gleichung (10) für s ergebenden Werte eingesetzt werden. 
Cauchy ist, wie er in der Einleitung zu seiner erst- 
genannten Abhandlung hervorhebt, der erste, der direkt 
nachweist, daß die Wurzeln der kubischen Gleichung (10) 
stets reell sind®). Indem er ferner die Möglichkeiten 
erwägt, daß eine oder zwei Wurzeln der Gleichung (10) 


verschwinden — die drei Wurzeln dürfen nicht gleich 0 
werden, da dann die Gleichung (1) aufhört, vom zweiten 
Grade zu sein — und zwei oder drei derselben einander 


gleich werden, kommt er zu dem Ergebnis, daß alle Ober- 


flächen zweiten Grades mindestens zwei Hauptebenen 
haben, die zu einander senkrecht stehen.*) Da diese als 
die yz- und zx-Ebene gewählt werden können, folgt, 
daß jede allgemeine Gleichung (1) die Form annehmen Kann: 


11) A + By’+(Cz2’+2J2z=Kk.: 


\Cauchy; pag..b, (29). 
?) ebenda, pag. 5, (26). 
°») ebenda, pag. 6—8. 

*) ebenda, pag. 83—85. 
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Den Zusammenhang zwischen den Konstanten der 
Gleichung (11) und denen der ursprünglichen (1) hebt 
Cauchy nicht hervor, da es ihm bei dieser ersten Klassi- 
fikation !), die im Folgenden wiedergegeben werden soll, 
nur darauf ankommt, festzustellen, welche Arten von 
Flächen zweiten Grades überhaupt existieren. 

Er betrachtet nun weiter die spezielle Gleichung (11) 
und klassifiziert folgendermaßen: 

a. C==0. Durch Verschiebung des Koordinaten: 


anfangspunktes auf der z-Axe um die Größe — a wird 


die Gleichung (11) übergeführt in: 
12) A + By’+C02=K. 
b. C=0, J==-0. Dadurch, daß der Anfangspunkt 
des Koordinatensystems um die Strecke die auf der z-Axe 


2J 
verlegt wird, geht die Gleichung (11) über in: 


13) A’ + By?+2Jz=0. 


Je nach den Vorzeichen ihrer Konstanten stellt die 
Gleichung (12) ein Ellipsoid, ein ein- oder zweischaliges 
Hyperboloid dar, die Gleichung (13) ein elliptisches oder 
hyperbolisches Paraboloid.. In den Fällen, in denen die 
Fläche imaginär wird, sagt Cauchy zunächst: „Die 
Gleichung stellt nichts dar“), an anderer Stelle: „Sie 
stellt keine Fläche dar“ °); später gebraucht er indessen 
auch wiederholt die Bezeichnung „imaginäre Fläche“, jedoch 
nur für die Flächen, die ganz imaginär sind, d. h. für 
das imaginäre Ellipsoid, den imaginären Zylinder und das 
imaginäre parallele Ebenenpaar, während sich die Be- 
zeichnungen „imaginärer Kegel“ und „imaginäres sich 
schneidendes Ebenenpaar“ nicht bei ihm finden; vielmehr 


!) Cauchy, pag. 85—89. 
?) ebenda, pag. 88 und 89. 
°) ebenda, pag. 93 oben. 
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sagt er statt dessen „Punkt“ und „Axe“'). Insbesondere 
liefern die vier ersten der aufgezählten Flächen Rotations- 
flächen, sobald zwei der Koäffizienten der quadratischen 
Glieder einander gleich werden; das Ellipsoid wird zu 
einer Kugel, wenn die drei Koäffizienten einander gleich 
werden. | 

Andererseits können eine, zwei oder drei der Kon- 
stanten der Gleichung (12) verschwinden; doch muß 
Gauchy besonders hervorheben, daß sie nur so verschwinden 
dürfen, daß die Gleichung vom zweiten Grade bleibt, da 
er homogene Koordinaten nicht einführt. Aus der Gleichung 
(12) ergeben sich folgende Fälle: 


c. K=0, A==0, B-=0, 0-20 


sind die Vorzeichen der Koöffizienten nicht alle einander 
gleich, stellt die Gleichung (12) einen Kegel, andernfalls 
den Koordinatenanfangspunkt dar. 

d. ein Koöffizient verschwindet. 


KL. 


Je nach den Vorzeichen der Konstanten ist die 
Fläche (12) ein elliptischer, hyperbolischer oder imaginärer 
Zylinder. 

BcK-0, 

Der Zylinder zerfällt in eine der Koordiin u 
resp. in ein sich schneidendes Ebenenpaar. 

e. zwei Koeffizienten verschwinden. 


0. RR 0, 


Die durch die Gleichung (12) dargestellte Fläche ist 
ein paralleles reelles oder imaginäres Ebenenpaar, je nach- 
dem die Vorzeichen der von O0 verschiedenen Konstanten 
gleich oder verschieden sind. 


Mr) 


) Cauchy, besonders pag. 105. 
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Die beiden Ebenen fallen in einer der Koordinaten- 
ebenen zusammen. Cauchy betont besonders, daß nur 
eine Ebene erhalten wird, und stellt diesen Fall als 
Ausnahmefall hin). 

Ein letzter Fall ergibt sich schließlich aus der 
Gleichung (13), wenn 

f. einer der Koöffizienten A oder B verschwindet, 
während J=/=0 ist. 

Die Gleichung stellt einen parabolischen Zylinder dar. 

Der Kegel und der elliptische Zylinder sind Rotations- 
flächen, wenn zwei Koäffizienten einander gleich werden. 

Nachdem Cauchy so alle Oberflächen zweiten Grades 
erhalten hat, gibt er eine Übersicht über die Anzahl der 
Mittelpunkte und Hauptebenen derselben?) und benutzt 
das Ergebnis bei der nun folgenden Klassifikation der 
Oberflächen zweiten Grades, bei der er Bedingungen auf- 
stellt, die zwischen den Konstanten der ursprünglichen 
Gleichung (1) bestehen, wenn diese die eine oder andere 
Oberfläche darstellt. 

Die Gleichung (10) lautet in entwickelter Form: 


= (A,, zu Ayg an A;,) 5 ar 
gr + Ask = N Sg: ey ER 0°). 
Die Wurzeln s dieser Gleichung stehen aber zu den 


entsprechenden Halbaxenquadraten in einer einfachen 
Beziehung. Wird nämlich eine Größe 


1 — ade Tr Agadsı As Ay‘) 
A 


14) 


eingeführt, so daß 


Karo = 
A44 
) Cauchy, pag. 89 unten. 

?) ebenda, pag. W. 

®) ebenda, pag. 91, (51). 

*#) ebenda, pag. 91, (52) und (53). 
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ist, folgt aus der Gleichung (3), da t=0 und u=k ist, 


) A!) 
I) R-r , 
Wird der sich aus (15) ergebende Wert 
ee 
ESS HA 


in die Gleichung (14) eingesetzt, wird die folgende erhalten: 


A 
R?-+- (a een r Ay) a 2 -R’—+ 
44 
A° 
4 
44 


16) A 
(a,, Tag ta) a Rt N 
44 = 


— 09), 


Je nachdem nun die Wurzeln der Gleichung (14) 
von 0 verschieden sind oder eine oder zwei derselben 
verschwinden, und je nachdem die Wurzeln der Gleichung 
(16) positiv oder negativ werden, was mit Hilfe der 
Descartes’schen Zeichenregel festgestellt wird, stellt 
Cauchy die folgende Klassifikation?) auf: 

1A 0A, 20 

Die Wurzeln der Gleichung (14) sind von 0 ver- 
schieden, die Fläche hat einen Mittelpunkt und ist dem- 
nach ein Ellipsoid, ein einschaliges oder zweischaliges 


Hyperboloid oder ein imaginäres Ellipsoid, je nachdem 
von den folgenden Produkten *) 


A 
ee a (A,, = Ayo a d;5) 


A ‘ 
2 N (a, ze Asp SR %;5) (de en Asa) 
— AA t Asa As) 


), Cauchy, pag. 92, (55). 
?) ebenda, pag. 92, (56). 
°®) ebenda, pag. 92#. 

*) ebenda, pag. 92, (57). 
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keines, eins, zwei oder drei negativ sind. Da aber die 
Anzahl der positiven Wurzeln der Gleichung (16) gerade 
oder ungerade ist, je nachdem 


A>0 oder A<O0)) 


ist, läßt sich folgende übersichtlichere Teilung dieses 
ersten Hauptfalles geben: 


aeN<i 
Q. A]1ya , rs >20) 
(ns An 


Die Fläche ist ein Ellipsoid. 

ß. sind die beiden unter (a) angegebenen Bedingungen 
nicht erfüllt, stellt die allgemeine Gleichung ein zwei- 
schaliges Hyperboloid dar. 


b. A>0 
Q. ea 1% EV ne ERS 0, 
(a, 35 8) A, >0. 


Die Fläche (1) ist ein imaginäres Ellipsoid. 

ß. sind nicht beide Bedingungen erfüllt, ist die durch 
die allgemeine Gleichung dargestellte Fläche ein ein- 
schaliges Hyperboloid. 

Die zweite der Bedingungen (a) ersetzt Gauchy in 
der folgenden Betrachtung durch eine andere. Er leitet 
einige identische Relationen ab, die in der Schreibweise 
der Determinanten die folgenden sind: 


Ber DUR7E 
2, Ay Pur Br Ayssı Si Ass „44 ) 
A 2 
17) A, K27 et Be 7 A „44 
2 
Ayz Ayı = Ayıyaı Ak Fa A, „44* 
!) Cauchy, pag. 9, (58). 


?) ebenda, pag. 94, (67). 
%) ebenda, pag. 94, (68). 
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Sie sind Anwendungen des Determinantensatzes'): 
„Eine Subdeterminante hten Grades der adjungierten 
Determinante einer Determinante nten Grades hat zu der 
Adjunkte der entsprechenden Subdeterminante der letzteren 
das Verhältnis Ab=1* auf die Unterdeterminante A,, und 
für den Fall h=2. Wegen der Relationen läßt sich nun 
die erwähnte Bedingung durch die folgende ersetzen: 


18) | Aachen aa Aria 7 A ,1yaa Aaacıa — 
Ar 4 A 44 de een D): 


Einfacher sind die Bedingungen, welche Cauchy an 
anderer Stelle bei der Betrachtung des Asymptotenkegels einer 
Oberfläche zweiten Grades für die obige (a,, 4 255 + 33) Au 
erhält. Durch parallele Verschiebung des Koordinaten- 
systems so, daß der Mittelpunkt der Fläche Anfangspunkt 
wird, geht die allgemeine Gleichung (1) über in: 


2,4 37° 352° 28,724 22,,2X + 22,Xy— 


Ist diese die Gleichung eines reellen oder imaginären 
Ellipsoids, sind die Schnittkurven der Koordinatenebenen 
reelle oder imaginäre Ellipsen. Für beide Fälle haben 
%,1, Ayo, Ayz dasselbe Vorzeichen, aber im ersteren Fall 


entgegengesetzt, während es im letzteren 


ist dies dem von 
A, 


Fall mit dem Vorzeichen von no übereinstimmt. Da 


; 44 
aber für das reelle Ellipsoid A<<0, für das imaginäre 
A>>0 ist, gelten für beide gemeinsam die Bedingungen: 


% 1 Au = 0, PP) Au = 0, dyg Au > 0, 


') Baltzer, Theorie und Anwendung der Determinanten, 
pag. 63, Datz 2. 

?) Cauchy. Exercices de Mathematiques, pag. 94, (69). 

3) ebenda, pag. 106, (109). 
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die in dieser Form nicht von Cauchy angegeben sind; 
er begnügt sich mit der vorhin erwähnten Angabe der 
Vorzeichen ?). 

Rotationsflächen entstehen, wenn zwei Wurzeln der 
Gleichung (14) einander gleich werden. Das tritt ein 
unter den Bedingungen: 


A A 


A 2} 
239 44 “731944 7712944 
19) ’ GE I SER )) 


Ayg 5] &19 
Das Ellipsoid wird eine Kugel, wenn die drei Wurzeln 
der Gleichung (14) gleich werden, d. h. wenn 
a ne ea liste 
Mer 0, A, 0 
Es gibt nur einen Mittelpunkt, der auf der Fläche liest. 


a. Ayızsa FR Aon,aı ir sl >= 0°) 
(a), Er Agg be d;5) Au 7 0. 
Die Gleichung (1) stellt einen Punkt dar. 
b. sind nicht zugleich beide Bedingungen erfüllt, ist 
die Fläche ein Kegel. 


12 0 At, 
Aypsıs, Asızaa, Ara,ıı Dicht’ alle "gleich. 0, 
eine Bedingung, die gleichwertig ist mit der folgenden 
Adi, Aaarı, Ass, Dicht ale 0.7. 


Die zweite Bedingung ist indirekt ausgesprochen. 
Cauchy fordert°), daß eine Hauptrichtung «a, ß, y, die 


!) Cauchy, pag. 106—107; vergl. hierzu discussion des lignes 
du second degre, pag. 79. 

?2) ebenda, pag. 95, (70). 

®) ebenda, pag. 9, (71). 

#4) ebenda, pag. 9%, (72). 

5) ebenda, pag. 95 und 94, (67). 

6) ebenda, pag. 95, (74). 

”) ebenda, pag. 18, (90) und (91) resp. pag. %, (75). 

®) ebenda, pag. 96; vergl. pag. 14 und 15. 
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dem Werte s=0 entspricht, der sich bei der Annahme 
A,,>=0 aus der Gleichung (14) ergibt, nicht der Gleichung 


21) a,,C0sa-+ a,,608ß + a,,608y=0') 


genüge. Da aber unter der Bedingung A,,=0, wie aus 
den Gleichungen (5) und (6) folgt, 


60894.:0055.608y X: Y. ZA, Ad 
ist, so ist die Bedingung (21) zu ersetzen durch 


2,, A, 4a, Au ta Au ==0 


d, #. A-0042 4,0 ist. 

Die durch die allgemeine Gleichung dargestellte 
Fläche ist ein Paraboloid. Die beiden von O verschiedenen 
Werte s ergeben sich aus der Gleichung 


22) en (Ay, + Ay9 = As5) en = Ayarıı A. se 0% 


aus der mit Hilfe der Descartes’schen Zeichenregel zu 
schließen ist, daß das Paraboloid hyperbolisch ist, wenn 


a. Ar = Ayo, er Aysyau 0), 


dagegen elliptisch, wenn 


b. Ad zT Ai 4: ade — 0°) ist. 


Ein Rotationsparaboloid entsteht, wenn die beiden 
Wurzeln der Gleichung (22) gleich sind. 
9.A,-0,A=0: 


Die zweite Bedingung ergibt sich aus den Worten‘), 
daß die Werte coso, cosß, cosy, die der Wurzel s—=0 


!) Cauchy, pag. 83, (13). 
?) ebenda, pag. 102, (97). 
®) ebenda, pag. 103, (101.. 
*) ebenda, pag. %. 
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entsprechen, der Gleichung (21) genügen sollen. Sie sind 
zu berechnen aus den Gleichungen 


4,,C0Sa—- a,,C08ß + a,,608y = 0!) 
23) | 3%, C0Sa —+ a,, C0Sß + a,,C08y —= 0 
a,, C0Sa -H a,,C0Sß 4 a,,C08y — 0. 


Eine Gerade, welche dieser Richtung parallel ist, 
liegt entweder ganz auf der Oberfläche oder schneidet 
sie nicht; die Fläche ist ein Zylinder?). Da für diesen 
die Richtung a, f, y eine ganz bestimmte ist, müssen 
zwei der Gleichungen (23) von einander verschieden sein, 
z. B. die beiden ersten; aus dieser Erwägung folgt als 
notwendige Bedingung: 


nern RR 
Die Auflösung der beiden ersten Gleichungen (23) 
ergibt: 
CoSQ,. } COSP =) 


1 
YA,’ at Ass BEREIT „44 


Bi 139 44 Aysyaa SA 
Kr ; 


da das en ein ganz bestimmtes ist, dürfen nicht 
zugleich A],,.4,, Asa,ın, Ass... „verschwinden. -.Der Ort 
für die Mittelpunkte des Zylinders ist die Axe 


[ = 44 Ass ri. 
= —— + — 
95) | Aggyaa Assya 
a Asanas : Azs,24 
( An Ayz,a 


!) Cauchy, pag. 97, (76). 
?) ebenda, pag. 15. 

3) ebenda, pag. 97, (77). 
*) ebenda, pag. 98, (82). 

5) ebenda, pag. 98, (85). 
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Notwendig ist ferner die Bedingung 
DD Ar UN 


Die beiden Wurzeln s, die von O verschieden sind, 
sind aus der Gleichung (22) zu berechnen, die direkten 
Werte für die Quadrate der Halbaxen ergeben sich aus 
der Gleichung 


en + a SE Sn R’ „ 


tan tat. =0N) 


E : 2 A 0 
In dieser ist die Größe son und demnach näher zu 
44 


bestimmen. Cauchy definiert 
k=3a,°+2,404 3,5), 


wo für &, n, £ die Koordinaten des Mittelpunktes, für den 
. vorliegenden Fall also die Werte (25) für & und n ein- 
zusetzen sind. Es folgt dann: 


4 
Se AyAgszıa t AyaAszı2a ) 


u eh 
da A,,—=0 ist, und folglich: 


we 
28) A 


33944 


Auf dieselbe Weise würde sich ergeben, wenn je 
zwei andere der Gleichungen (23) als verschieden ange- 
sehen werden, 


Ware. 
98 = 22 Bea 11 ; 
A, ee Au A 


!) Cauchy, pag. %, (84). 
?) ebenda, pag. 102, (99). 
») ebenda, pag. 91, (52). 

*) ebenda, pag. 9. 
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Dann ist außer den obigen Bedingungen vorauszusetzen, 
daß auch A,, und A,, verschwinden, was Cauchy nicht 
besonders hervorhebt. Er stellt als besondere Be- 
dingung auf: 

a 2 Ds ee Azs J 
A 


11744 Agdsaı est 
Die Gleichung (27) geht jetzt über in die folgende: 


(A 4, BREI SE N) R’— 
A Aa? 
(2), ads A553) i\ iR Ss 3 rd 


33944 A, „44 


27°) 


Statt der Größe As kann Ass oder en ein- 
Ayszıs Aysyaı 11944 


geführt werden. Mit Hilfe der Gleichung (27°) ergibt 
sich die folgende Teilung des vorliegenden Hauptfalles °): 


A 
a (At) —<0 


Agzyaı 


A 
(A,, ee Ayg re EI) (Aussı = Agayıı + Ay) a el, 
33944 


Der Zylinder ist ein elliptischer, insbesondere ein 
Rotationszylinder, wenn beide Wurzeln der Gleichung (27°) 
einander gleich sind; 

b. ist eins der obigen Produkte positiv, das andere 
negativ, ist der Zylinder hyperbolisch; 

c. sind beide Produkte positiv, ist der Zylinder 
imaginär. 

VA lee 
Aa; Au; Ay,u> 0°). 


1) Cauchy, pag. 100, (89). 
?) ebenda, pag. 103. 
3) ebenda, pag. %, (75). 
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Die letzten Bedingungen sind gleichbedeutend mit 
den folgenden: 


A 1,40, Ay, I, Au 0), 


d. h.: es verschwinden alle Unterdeterminanten zweiten 
Grades von A,,’). Zwei Wurzeln der Gleichung (14) 
verschwinden. Um aber diesen Fall von dem nächsten 
zu trennen, stellt Cauchy als fernere Bedingung auf, 
daß nicht die beiden Ebenen 


X y Y/ 
++ =0)) 
29) dyg 5] &9 5 


4,8% AyuY a 4,20, 


die sich in einer den Erzeugenden des im vorliegenden 
Fall von der Gleichung (1) dargestellten parabolischen 
Zylinders parallelen Geraden schneiden, zusammenfallen ?). 
Damit spricht er indirekt die Bedingung aus, dab 


Assıız Ass, A984 


nicht zugleich verschwinden; denn wenn diese gleich 0 wären, 
wären die Koöffizienten der ersten Gleichung (29) den 
entsprechenden der zweiten proportional, eine Eigenschaft 
der Koeffizienten zweier zusammenfallenden Ebenen, die 
Cauchy auch an anderer Stelle benutzt ’°). 


EA Are 


Die drei letzten Bedingungen ergeben sich aus der 
Annahme, daß die Werte (28) und (28%) verschwinden®). 


9 Cauchy, pas..18,.00) 

°) vergl. Clebsch. Vorles. über Geometrie, pag. 162, (11). 

®) Cauchy. Exercices de Mathematiques, pag. 84, (16) und (17). 
*) ebenda, pag. %. 

5) ebenda, pag. 18, (89). 

°) ebenda, pag. 103. 
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Der Zylinder zerfällt in ein sich schneidendes Ebenen- 
paar oder eine Gerade, je nachdem 


a. u in um Ast Us) oder 
b. Auızaa ern ist. 

le en, UN. ASIA EU. 
Anyu>=d 


29944 0, ern =0 


“) 


9443 — 0, As —0 


A 

2334 = 0) Aa, A124 —=0 
Ä 
A 


24,11 =0, A lerı =) 
er I Es ug 
Ayzııs =, Au Ay9,aı = 0 ): 


Von den drei Wurzeln der Gleichung (14) verschwinden 
zwei, während die dritte sich ergibt aus der Gleichung: 


30) Sn (A, 1 + do So 2,;) = 0°). 
Die entsprechende Gleichung in R ist: 
A r 
31) (A,ı = m A,,) R+ TERSE —0}), 
339 44 


die dadurch unbrauchbar wird, daß das absolute Glied 
unbestimmt ist. Der bestimmte Wert läßt sich auf ähn- 
lichem Wege ermitteln wie der Wert ni der Gleichung 
(27); es folgt: = 

Ar Aysızs _ Assyıı A) 


32) = nn 
A;;, 44 4,1 Ayo Ag; 


7 
) Cauchy, pag. 103, (101). 
?) ebenda, pag. 98, (86). 
®) ebenda, pag. 19, (92). 
*) ebenda, pag. 102, (98). 
5) ebenda, pag. 102, (100). 
6) ebenda, pag. 100, (9). 


Die Gleichung (31) geht dann über in: 


Aus, BB 
1 


0. 


31) (a, +2, +2,)R+ 


Da die beiden Ebenen (29) in eine zusammenfallen, 
hat die Fläche eine Mittelpunktsebene; die Gleichung (1) 
stellt ein paralleles Ebenenpaar .dar, das reell ist, wenn 


A 
a 
1 


1 


dagegen imaginär, wenn 


A 
b. (ld Hd + 2)>0 
; 11 


Rn | 
ist. Statt der Größe —’” können auch die gleich- 
&ı 

wertigen Größen (32) eingesetzt werden. 
Es kommen schließlich zu den im Anfang dieser 


Nummer aufgezählten Bedingungen hinzu: 


C. Ay, = 0; Aa, =; A, =; 


da die Bedingung lautet, daß die Werte (32) ver- 
schwinden ?), und 


A —(, A,,2 > 0, Ans 0. 


Es verschwinden demnach alle Unterdeterminanten 
zweiten Grades von A. Die letzten drei Bedingungen 
sind nicht direkt bei Cauchy ausgesprochen, ergeben 
sich aber sofort aus der Bedingung 

33). L? — 3,,3,,3,5,&,, = 0°), wo 


‘ er Sr = 4 
33 ) L ER Ay Ay TET A] Agy Br A, 9 dzı ) 


') Cauchy, pag. 103. 
*) ebenda, pag. 108. 

3) ebenda, pag. 19, (96). 
*) ebenda, pag. 19, (93). 
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ist. Wird nämlich die Gleichung (33) der Reihe nach 
durch A55&5,, Ası %s, 9A; Aividiert, ergeben sich die 
folgenden: 


L L 

Fe ed 
Ay; Agı 

- = re: 0 
El er Mag 
di Aıo 

L L SR 0 
Er a ET 
9 Az 


und wegen der Werte (33°): 
4% — od, 0 
Ay, Ay, — 954, — 0 
24%, 3,4, = 0 
d.h. hr —(, Aal —(, Ar —(. 


Die beiden parallelen Ebenen fallen in eine zusammen. 
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u. Die Klassifikation der Oberflächen 
zweiten Grades bei Plücker. 


Während Cauchy zu seiner Klassifikation die kubische 
Gleichung zugrunde leste, von der die Halbaxen der 
Fläche abhängen, findet Plücker seine Resultate 
zunächst unabhängig von dieser, da er zuerst die „col- 
lineare“ Einteilung voranstellt. Er beschäftigt sich im 
ersten Paragraphen seiner Untersuchungen!) mit der 
linken Seite der allgemeinen Gleichung für die Oberflächen 
zweiten Grades, die er in der symmetrischen Form schreibt: 


1) O— Ap? 4 A’gq? — Ar? — AUS? En 2B’pq— 2B’pr + 
2Bqr+2Cps+20’qs+2C”rs. 

Eine Reihe von geeigneten Substitutionen 
D-Prol) > aR os 
qa=Q+PFR-+PS 
r=R-+yS 
a) 
führt sie über in 

3) 2=nP?+xQ’-+0oR?-+ 098%. 
Bei der jetzt üblichen Schreibweise der Funktion (1) 
12) f er &1 + Ayg ar Agz a en 2 Az X, X; 
+ 23, %,%, 429% %,+22,%%,23,%,%, 7 28,%%, 


2) 


-) Plücker. System d. Geom. d. Raumes. 
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sind die Koöffizienten der Substitution (2) aus den folgen- 
den Gleichungen zu bestimmen: 


[ 2,0 a, P4 a7 au 0)), 
| aa Faß a I u = 0, 
9%) 4,0 Haß Ay Ay — 0, 
Ha; —=0,), 
| Aa — 0, 
| a, + a,— 0°) 


Aus diesen ergeben sich die Werte: 


en un 
Au Ay Au 
2 
9) ) re Arms P— Ayg,4 
\ Ayz,4u Aygyas 
| a — Kr "x 
( &ı 


die Konstanten sind ebenso wie im vorigen Abschnitt 
Unterdeterminanten der Hauptdeterminante A. Die Koef- 
fizienten der Funktion (3) erhalten die Werte: 


[= °); 


Zn Ass 44 
A] 
Ba) nr 3 N 
2 A 
A 
Eee 
\ A, 


5 Piüeker, pag. bl, (8): 

*”) ebenda, pag. 53. 

3) ebenda, pag. 54. 

*) ebenda, pag. 5l; doch sind die Vorzeichen bei Plücker 
unrichtig. 

”) ebenda, pag. 54. 
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Je nachdem nun die Vorzeichen der Koöffizienten (3°) 
gleich oder verschieden sind und eine oder mehrere der 
Konstanten verschwinden, nimmt die Funktion (3) Formen 
an, für die Plücker die ohne weitere Rechnung aus der- 
selben sich ergebenden, notwendigen Bedingungen ableitet, 
um indessen sofort zu betonen, daß dieselben nicht in 
allen Fällen ausreichen, um die betreffende Form voll- 
ständig zu charakterisieren. Um die hinreichenden 
Bedingungen abzuleiten, führt er eine Reihe identischer 
Relationen ') zwischen den Konstanten der Funktion (1) 
auf und, um diese übersichtlicher zu gestalten, zunächst 
folgende Symbole !): 


ld = a] 2 ds Au =A 


Io = App Ay Ay —A,, 


do; Ay An 
Ay Ay Ag 


1) Plücker, pag. 57—58. 


III. 


Ey. 


03 


A 


13 


[x 


rt 


0% Zar 


& 
"SI 
| 


Ei Ay 


34- 


33 
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Die Plücker’schen Symbole sind demnach mit der 
Hauptdeterminante der Funktion (1°) und deren Unter- 
determinanten dritten und zweiten Grades identisch, wenn 
von den Vorzeichen abgesehen wird. Doch werden die 
letzteren nicht alle mit besonderen Bezeichnungen ver- 
sehen; es fehlen die folgenden: 


Ä A A 


239149 319249 12734 * 


Die identischen Relationen, die Plücker angibt, 
stellen sich nun demgemäß folgendermaßen dar: 


r 2 1 
VI Ay Ay — Ay, Au Au ') 


Ay,u Aa AN; Azı z 4 da Ayı 

Aa Ay,u AT An, 4 Ay Ay 

Ay, as Aus up: Ay, 3 A, Ay 

Ayıss Ayı,as ur Ay, 33 Ay Ay; 

Au, Ay, Ban, = As, 33 = Ay Ay 

Ay, Aus au A 99 Aıı Ay 

Au, Ayıee ir Au, 29 = Ay; Ay, 

Aue Ay3,90 An, 29 Ay Ay 

Ay An Ay, 1 Ay Ay 

An Ay Fi An’, 11 Ays Aıı P, 
Ayyıı Az, — As 1 Ay Au 

VL. A, Ay 44°, A, Ay, — ds; A, ) 

Ay, Ayı,a = An, u Ay, Ayı Au 
Azı,sı Aza,aı — Azz,au Aız,as = Ara Au 
A9,33 Ayu,sz Er Ass Ayıss Ay, Az 
Ayy,33 Ası,aa — Ayn,z Au, = Ay Az 
Auı,ss Aya,as Aus Ayo,33 — 4, A, 


WBkiscker, 0a9,,607,.1V: 
2) ebenda, pag. 57, IVa. 
Br 
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A 
A,,, 11 Az, res Ay 
A 


Ay Ali: An 


Wie sofort ersichtlich ist, sind die Relationen An- 
wendungen des Determinantensatzes'): „Eine Unter- 
determinante hten Grades der adjungierten Determinante 
einer Determinante nten Grades hat zu der Adjunkte der 
entsprechenden Subdeterminante der letzteren das Ver- 
hältnis Ab=1* auf die Unterdeterminanten A,,, Ass, Ags, Ay, 
und für h—=2. Eine Anwendung dieses Satzes auch auf 
die übrigen Unterdeterminanten dritten Grades führt zu 
den Relationen’): 


vll. Ayy,03 Ay, FE Ay, 23 Ay = — A, Ay 
Az4,34 Aynızı Anz Ana —=— 2, A, 
An, Ays,0 Ay,a Ay, = — 4, Ay 
Ay,a Ayı,aı Ei Ay, Au,sa — — Ay Ay, 
Ana Ay, KEN Ay Ay,aı — — Ay Ay 
A, 13 Ayyız ua Ay, 13 Az, 3 — ap Ass 
Ay,a Ay Ay,aı Ar,aı = — 2, A, 
Ayo, 12 Au, Ay Ay 1 —= — a, A, 
Ayızı Aa Ayı,aı Aue = —24,A,, 
Ay,12 Ay,12 Ays,ı2 Ayz 12 =—AyAy 
Ay, 23 Au, Ay, Ay, —=—2,A, 
Ayızı Aygıı Ayyzı An9,31 = —a,A,. 


") Baltzer. Theorie und Anwendung der Determinanten, 
pag. 68, Satz 2. 
2) Plücker. System d. Geom. d. Raumes, pag. 58, VII. 
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Wird der obige Satz auf die Determinante A für 
h=2 angewandt, ergeben sich die Relationen '): 


1%; Ag Au | =A- A, Ayo 
Ay Ay dy; @y 
An Ay WERT; A. A, Az 
DER, Ay, Ag 
AA —A. Ay Ay 
N, Ay, Ag 
Ay ee —A. a, Ay 
RER A, Ay 
Am sAy —=A. 29 Any 
As Au A Ay 
Au As —A. Ayg As, 
As A Ay Ay 


Die Relationen): 
X. Ay = 2, Ay, 7 Ay Ayı,aı = 
az, Ayo t Au Ayyaı 
Ay = 2, Azı,84 + Ay Ay, = 
a,, Aus 3 Ay Ayızı 
Ay A,uTt Az Aıs, 14 77 
a Ay T Ayı Ay, 
Ay 2; Ay ‚31T 3 Aus,5ı > 
%9 Aygzı I Au ee 
Ay %yı Azyı,ıa + Au A 14, 1a0r: 
03 Agg,ıa t Ay Ası,ıa 
ns 


IV 


Ay, ke, 23 A a, AS 


») Plücker, pag. 58, IX. 
?) ebenda, pag. 57, V. 
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ergeben sich aus den Determinanten A,,,A,,,A,,, Ası, As, Ass 
dadurch, daß diese nach einer Zeile und einer Kolonne 
aufgelöst werden. Beide Werte sind jedesmal gleich- 
gesetzt worden, und ein beiden Seiten gemeinsames Glied 
ist fortgefallen. 

Zwischen der Hauptdeterminante und den Unter- 
determinanten zweiten Grades bestehen schließlich die 
Identitäten: ') 


= 
xl. Ay, 44 — Ay, 44 —Ap a A 
we Ay Ay 2,4 in 
RE Ayı,z u nn Ay, 
nn 5) 
Ana Ana Ag | 
Ay, Ay, 44 u 1,33 
Ay = Ay, 33 Ass, 
Aa Ay,a Aue | dIy2 A 
Rn Ayy,a Auı,a Es Ann 
A, BR Ayıı Ay, 
Ayy,nz Ayı,ss — Ay, = a? A 
As, 3 Aus A, 32,11 
er As, ae Ay, Ay, 11 


Da diese Beziehungen nicht die unmittelbaren Anwen- 
dungen eines bei Baltzer erwähnten Determinantensatzes 
sind, so mögen sie hier eingehender betrachtet werden. 
Wird die Determinante etwa der ersten Identität nach 
der letzten Kolonne aufgelöst, so lautet sie: 


N (Ass, 44 Kaslı Ir A) SE 
Aassaı er I = Ads Bose) Pa 
Aysysa (Aygyau Ays,s4 un Aysyau A,4y33) SERT 2, A 
') Plücker, pag. 58, VIlIa; doch müssen in jeder der drei 


ersten Bean die Größen 2, And =, 5 und 5, & und 5, ihre 
Stelle wechseln. 


ES 
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oder wegen der ersten der Relationen (VI) und der 
zweiten und dritten der Identitäten (VII): 
‘ ERET 2 n 
& een Au —&] Array Az —&] Aa 2ha Asa dj A odeı 
[1 2 
&1 [&ı du, Au =. % 1 Ay Ay pe Ay Ayı Ası — a, A, 
ee 9 
— 4, Ag] Dr ax a4 Ajo A Pen 4,1 A. 
Da aber 
a4 29 zr &g Ass + Aj9 As + a1 A, —0 
ist nach dem Satze!): „Multipliziert man die Elemente 
einer Reihe einer Determinante mit den Unterdeterminanten 


einer andern, so ergibt die Summe identisch den Wert 0“, 
so folgt weiter: 


a] [a (as Aut %, Az, ar 2, Ay ta, A,,)| 772 a, A, 
folglich ist die ursprüngliche Relation eine identische. 
Auf dieselbe Weise läßt sich das auch für die anderen 
Relationen nachweisen. 

Es möge nun die Determinante nten Grades 
ein SUR ln aha, 


As Ayo Agg «Ag + + + Ag; . + Ag 
Ba a 


Apı Ana Anz +» + Anne + + Apnir + + Apn | 


 Anı An Anz ee Anh a Ani ie An 


!) Baltzer. Theorie und Anwendung der Determinanten, 
pag. 13, 8 3, 2. 
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zu Grunde liegen und allgemein bezeichnet werden: 
P.,;, = ER \ 
a S ih 
Aus diesen Größen pn; werde ferner die Determinante 


gebildet: 
Pers 01... 2 .-Drrh 


Psa Ps33 - - » Pan 


Pna Pn3 SER: Pan 


und es werde angenommen, daß die im Vorhergehenden 
für eine Determinante vierten Grades nachgewiesene 
Identität allgemein gültig sei, d. h. daß 


p a a A® 


sei. Es werde ferner eine Determinante (n + 1)ten Grades 
betrachtet und von dieser die Determinante 


per) — 129 Pas Rt Pon Ps,n+ı 
Pss P33 “+ Psn P3,n+1 


PD Pn3 nes Der Pet 
Pn+12 Pn+13 et: Dun Posı.nH1 


eebildet. Wird diese nach der letzten Reihe entwickelt, 
so ergibt sich: 


1 1 
POT dan Pant P3,n+ıP3n4ı + -..- 


= Pn,n-+1 I ae Em Dat Pa-+1,n+1 
—=4] (aantı Pon-tı = A3,n-+1 Pas > ... 
+ An,n-+i1 Ponrı = An-+1,n-+1 Pia) 
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“37 A ntı (As Pont A A135 Ba Ir EEE 
ke EN = dA n-+ı Bun 


Nun sind aber die Größen Br, wo li Insel 


ist, Determinanten, die gebildet sind aus den Elementen 
von Determinanten A, „,,, die vom nten Grade sind. Von 
diesen ist aber oben vorausgesetzt worden, daß allgemein 


die Beziehung besteht: 


p® a, n—2 A®.: 


11 9 
daher ist auch: 


n—2 
r a mAeR 


L,n+i1 l,n+1; 


und folglich ist: 
n+1) __ n—1 
P —4,, en A ar 
+ An,n-+i AT + An+in-+i ASErs] 
n—2 


— 4] AT L, Aare Ag en ER 
+ Anı Aumdı + An+i11 Anktıntile 
Da aber nach dem pag. 39 erwähnten Satz 
a] At 35 Ay] er Be: Eu Anı EEE, 
artıı Et —( 
ist, so folgt weiter: 


(n-+1) n—1 
r rs an an tıAgntı 


+ d; n+1 Al a Ei ar A, n+1 A n-+1 
a na—-1 ,(n-+l) 
ae  — 1 As B 


Damit ist nachgewiesen, daß die Beziehung zwischen 
der Determinante P und A 


(REIT DA) 
| BR re 
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für eine Determinante (n + 1)ten Grades richtig ist, wenn 

sie für eine Determinante nten Grades richtig ist. Nun 

gilt aber die Identität für eine Determinante zweiten 
Grades, denn hier ist 


P®— A® oder 
2) VE) 
en 
Für eine Determinante dritten Grades ist: 
nn _ Po Pa | 5. | Ay Ay |; 
| 
| De Pa | | Ay Ay 
folglich wegen der ersten der identischen Relationen (V]): 
p® D A» 
arena $ 
Es ist pag. 38 und 39 direkt gezeigt worden, daß 
p® Er NG 
N 


ist. Die Beziehung eilt demnach allgemein. Nun kann 
aber durch Vertauschen der Reihen einer Determinante 
mit einander jedes Diagonalglied a,n derselben an die 
Spitze der Determinante gebracht werden, ohne daß diese 
ihren Wert ändert. Wird die Determinante, die nach 
demselben Gesetz wie P aus den Unterdeterminanten 
zweiten Grades von A zu bilden ist, mit P, bezeichnet, 
ergibt sich die allgemeinere Beziehung: 


KB n—2 ‚(n) 
na 8, 


von der die Identitäten (XI) Anwendungen sind für n=4 
and h==1.2,23, 4; | 

Mit Hilfe der im Vorstehenden wiedergegebenen 
identischen Relationen bestimmt Plücker nun die voll- 
ständigen Bedingungen zwischen den Konstanten der 
Funktion (1), unter denen diese die verschiedenen, 
möglichen Formen annimmt, und wählt in jedem Fall die 
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Bedingungen aus, die hinreichen, um den betreffenden Fall 
.zu charakterisieren. Ebenso behandelt er dann die all- 
gemeine, nichthomogene Funktion zweiten Grades von 
drei Veränderlichen, soweit sich neue Unterscheidungen 
ergeben. 

Im zweiten Paragraphen seiner Entwickelungen be- 
trachtet er die allgemeine Gleichung der Oberflächen 


zweiten Grades 
2—=0 


und erhält unter den im ersten Paragraphen aufgestellten 
Bedingungen die einzelnen Oberflächen. Um eine Wieder- 
holung der Bedingungen zu vermeiden, sollen beide Para- 
graphen nebeneinander betrachtet werden. 

Die allgemeine Gleichung der Oberflächen zweiter 
Ordnung lautet in nichthomogener Schreibweise: 


%) Q—=Ax?+ A'y?+ Az? +92B”xy + 2B'xz 
— 2Byz + 20x + 20y+2C’z+-D=0)). 


Durch lineare Substitutionen, die Plücker später‘) 
als Koordinatentransformation nach dem Mittelpunkt der 
Oberfläche 


5) x A, As, Az *) 


= Yy —— Y = 
A A Ay 


deutet, führt er die Gleichung (4) über in die folgende): 


49 Ax? + Ay? + Az? + 2B”xy + 2B’xz 
+ 2Byz=M, wo 


EM Mist; 


Eine entsprechende geometrische Deutung fehlt der 
zweiten Reihe von Substitutionen, durch die er die linke 


!) Plücker. System d. Geom. d. Raumes, pag. 136. 
”) ebenda, pag. 136, (2); die Vorzeichen bei Plücker sind 
unrichtig. 
®) ebenda, pag. 136, (8). 
4 
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Seite der Gleichung (4) in die Summe von Quadraten 
überführt. Die Gleichung (4°) wird dann die folgende: 


2 + en 


Ayzyau 
Bad. YyH 


es 


die Plücker zu der folgenden Klassifikation) der Ober- 
Hächen zweiter Ordnung führt: 


LIA-O A, 0 
We 
a. Ayyyıı > 0, 2, Au >. 
Die Gleichung (4) stellt ein imaginäres Ellipsoid dar. 


Notwendige Bedingungen, die mit Hilfe der identischen 
Relationen abgeleitet werden, sind außerdem die folgenden®): 


Annas >d, Al sy, 
Asaysa 0, Aysını >, Aısda NT 


3 Ass; Ads Aus, &,1, 4 229 Asg, Aya 


stimmen im Vorzeichen überein. 
ß. nicht zugleich A,,,, >09, 4, Au, >05 


Die durch die obige Gleichung dargestellte Fläche 
ist ein hyperbolisches oder geradliniges oder einschaliges 
Hyperboloid. 

DA 20D 
0. Aa 0a ne 


Die Oberfläche ist ein Ellipsoid. 


') Vergl. pag. 30, (3) und 31, (3°) dieser Arbeit. 

?) Plücker. System d. Geom. d. Raumes, pag. 75—78. 
®) ebenda, pag. 73. 

*) ebenda, pag. 59. 

°) ebenda, pag. 76. 
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Die vollständigen Bedingungen sind außerdem: 


Ana 0, Ay9,u > 0 JE 
A 


GEN 
haben dasselbe Vorzeichen. 
ß. nicht zugleich A,,,,>0,4,,4,>0°). 
Die Gleichung (4) ist die eines elliptischen oder 
zweischaligen Hyperboloids. 
SZ ar 


Die Gleichung (6) wird unbrauchbar. Plücker geht 
auf die allgemeine Gleichung (4) zurück und bringt diese 
auf die Form 


Asa 
2 a1%° + 3°+22,x 428,74 22,242, =0, 
11 


von der aus er sofort die folgende Teilung vornimmt: 


a. Aygru 0 

b.. Ag,u>0. 
Die Gleichung (4) stellt im Falle (a) ein hyperbo- 
lisches, im Fall (b) ein elliptisches Paraboloid dar. Die 


notwendigen Bedingungen sind außer den obigen im 
ersten Fall: 


Ayua<0), TREU Dee 9 
im zweiten: 
A149; u, A 03% 


außerdem stimmen 


A,1, Ayo, Ayg 


2) 


im Vorzeichen überein. 


") Plücker, pag. 64. 
?) ebenda, pag. 76. 
°) ebenda, pag. 67. 
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IE N 0 N, | ') 
a. a0, %1 A 0 
Die Bezeichnung „imaginärer Kegel“ findet sich in 
diesem Zusammenhang bei Plücker nicht; er nennt das 
Gebilde einen Punkt. 
b. nicht zugleich A,,,,>0, 4, Au>0') 


Die Fläche, die die Gleichung (4) darstellt, ist ein 
Kegel. 
In beiden Fällen stimmen 


Ay, As A Au ) 


339 
im Vorzeichen überein; für den ersten gelten außerdem 
die vollständigen Bedingungen (I, a, a). 


DNeAelz Ar 0): 
dazu kommen die notwendigen Bedingungen: 
Au, A,u=0, A.,=0N). 
Die Gleichung (6) hat das konstante Glied n dessen 


Wert sich zu . berechnen läßt, so daß die Gleichung 
33944 


die folgende Gestalt annimmt: 
p) Aal 92 Ds IE AR 
8) 4, X SE a; y ae ) 
die die Gleichung eines Zylinders ist, der hyperbolisch, 
imaginär oder reell ist, je nachdem die Bedingungen 
erfüllt sind‘®): 
a. ee 
b. Aa, > 0, A] A,>0, 


?) ebenda, pag. 59. 
®) ebenda, pag. 77. 
*) ebenda, pag. 65. 
°?) ebenda, pag. 65, (8). 
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Als vollständige Bedingungen treten zu den genannten 
hinzu ') im Falle (a): | 
Ayızaa <60, Ay, <0, 
Drebaluech ee 0,080, 0; 
A, Ass, Ass, &], Ayg, Ayz 
stimmen im Vorzeichen überein, im Falle (ec): 
A,,, Ag, A;,; Stimmen im Vorzeichen überein, ebenso 
&, 1, Asa, As; Aber das Vorzeichen der ersteren Größen 
ist dem der letzteren entgegengesetzt. 


d. A,.u=0. 


Der Zylinder ist ein parabolischer. Nach den voll- 
ständigen Bedingungen?) verschwinden alle Unterdeter- 
minanten zweiten Grades von A,,, außerdem gelten die 
zuletzt aufgeführten, vollständigen Bedingungen des Falles 
(ce) auch für den parabolischen Zylinder. _ 

V. A=0, alle Unterdeterminanten dritten Grades 
von A verschwinden®). Die Gleichung (8) geht über in: 


Sr 44 
9) 4,%° + a; yo. 
IL 
da. A d, et ee) 


AN 0, AT 2123.05 
115 Asa, Ag, Ay, Stimmen im Vorzeichen überein; 


b. NED, A; An 0 
Ast, rd, Anal. 


a 


1) Plücker, pag. 65. 

?) ebenda, pag. 67. 

®) ebenda, pag. 59 und 60. 
*) ebenda, pag. 60. 
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Die Fläche zerfällt in ein System von zwei sich 
schneidenden Ebenen, die im ersten Fall imaginär, im 
zweiten reell sind. 

Die hinreichenden Bedingungen!) sind in der folgenden 
Tabelle zusammengestellt: 


A —0, A, 0, AL 


Ay | ll Ebenenpaar 


Asa 0 | reelles Ebenenpaar 


SA 

c. A ,u> 0, Aygygı = 0, Aa 0‘) 
Ass ==, Ay, 0, Ana, 
Ay = 0, Aut; Aayıu> 


Daß auch 
A A 


239149 319243 A nysi 


verschwinden, hebt Plücker erst später?) hervor. 
Die Gleichiüng (8) geht über in 


Asp 33 
10) 4] See 0°), 


KH 


stellt demnach ein paralleles Ebenenpaar dar, das reell 
oder imaginär ist, je nachdem 


0 A, Aa Anh) 
oder: P. Ay,,95>0, Ay, >0, Ay, > ist. 


Als hinreichende Bedingungen bezeichnet Plücker 
die folgenden’): 


1) Placker; ag. 78. 

2) ebenda, pag. 66. 

3) ebenda, pag. 142. 

4) ebenda, pag. 66; beide Fälle sind verwechselt. 
5) ebenda, pag. 78. 
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A—=(0, Be —0, Ass —=(, Agssaı =(, Nasgaa —=0 


Ayy,3; 0  reelles paralleles Ebenenpaar 


A99,55 > 0 | imaginäres paralleles Ebenenpaar. 


VI. A=0, alle Unterdeterminanten dritten und 
zweiten Grades verschwinden). Die Koöffizienten 
A, 1, Ayo, Ayg, &u, Stimmen im Vorzeichen überein. 

Die allgemeine Gleichung stellt ein zusammenfallendes 
Ebenenpaar dar. Zur genügenden Charakterisierung des 
Falles reichen die Bedingungen aus*): 


A—0, A,u—0, A,„—=0, A,u=0, Aug =0, Ayo. 


Während Plücker die oben wiedergegebene Diskussion 
der allgemeinen Gleichung der Oberflächen zweiter Ordnung 
auf einem anderen Wege wie Cauchy gewinnt, lehnt er 
in einer zweiten Klassifikation im sechsten Paragraphen 
seiner Arbeit?) ebenso wie dieser seine Erwägungen an 
die kubische Gleichung für die Hauptaxen der Fläche an. - 

Um diese Gleichung zu erhalten *), schneidet er die 
Oberfläche (4°) mit einer zunächst beliebigen Ebene 


z—+-by-tax=c 


und fällt vom Mittelpunkt der Fläche das Lot auf diese 
Ebene, das die Gleichungen hat: 


x a2. Y —V2. 


Dies definiert er als Hauptaxe, wenn es durch den 
Mittelpunkt der Kurve geht, in der obige Ebene die 
Fläche schneidet. Diese Definition führt zu den 
Gleichungen °): 


') Plücker, pag. 60; As3,14, Ası,21, Aız,sı pag. 142. 
?) ebenda, pag. 78. 

*) ebenda, pag. 151ff. 

*) ebenda, pag. 143 ff. 

5) ebenda, pag. 144, (5). 


0 


1 | (2,1% + 4,,b a5) — (a, &,; D te 2,,)a— 0 
IC a+2,b+ A (5% +3;b+ &;;) b —(, 
deren Auflösung nach a und b die Richtungen der Haupt- 
axen liefert. Unter Benutzung dieser Gleichungen leitet 
Plücker dann zur Bestimmung der Längen der Haupt- 
axen die Gleichungen ab): 


area ed 
12) | 9a +(a, — s)b+ a, —=0 
el )—0, 


= di Au 2 


WO Ani = und s“ der reziproke Wert des 


(Juadrates der halben Axenlänge ist. Die Elimination 
von a und b aus den Gleichungen (12) führt zu der 
Gleichung: 


9 N 
| A798 09 Oz = 0 
2 
Ogı OAgg — 8 Ogs 
9 
Os] Os9 Ag, 8 


die in entwickelter Form lautet: 


A 
s 2a, 7A, Tr 5 
13) 
ee "ie Ayssda an So u —0, 


Wird in diese on eingesetzt, ve sie über in 


die folgende: 


A 
Tri ut) N le 
44 


14) 


A? 
(&ı = Ayo ie a5) RB, _ 
Ai 
die die Werte für die Halbaxenquadrate direkt liefert. 


A? i 
A, Du 0 r 


') Plücker, pag. 151, (4) und (4,a). 
?) ebenda, pag. 151, (5). 
%) ebenda, pag. 151, (7). 
*) ebenda, pag. 151, (8). 
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Daß die Wurzeln der Gleichungen (13) und (14) reell 
sind, folgert Plücker aus der Realität der Wurzeln der 


Gleichungen (11) ). 
Die Klassifikation nun, die Plücker auf Grund der 
Gleichung (13) resp. (14) gibt, ist die folgende): 
L-A==0, 
2: A>0), 
a ee Eu N + Absyua >0, 
(A,ı an Ay, Ar A;;) Ay >0. 
Die Fläche ist imaginär. 
ß. sind nicht zugleich beide Bedingungen (a) erfüllt, 
stellt die allgemeine Gleichung ein einschaliges Hyper- 


boloid dar. 
De-Ar<0, 
LO Dani = Aysyaı Agua 0, 
(a de), 0. 


Die Gleichung (1) ist die eines Ellipsoids. 

ß. werden die beiden Bedingungen (a) nicht gleich- 
zeitig erfüllt, ist die durch die allgemeine Gleichung dar- 
gestellte Fläche ein zweischaliges Hyperboloid. 


HA —0, 
Die Fläche ist ein Kegel oder ein Punkt. 


II. A=0, A,=0. 


Der unbestimmte Koöffizient a der Gleichung (13) 


und demnach die Gleichung (13) die 


c e Aa 2) 
wird gleich 
A;; 
folgende: 
I) vergl. Plücker, pag. 144. 
2) ebenda, pag. 151—153. 
?) ebenda, pag. 137. 
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3944 5 
a) = + 
33 | 


Die ee dafür ist: 
Arıyas ar Ayla ee A er 0. 


Je nachdem außerdem 


a Gut aut au ER oder > 


Des 


r (A, 4 Ass + a) — — s > od ist, 
33 | : 
ist der Zylinder reell oder imaginär. 


WA oO 


Die beiden Werte s? der A a 
unendlich groß, die Axen verschwinden, der. Z; 
zerfällt in ein System von zwei reellen Ebenen o 
gerade Linie. BE 


V. A= 0, An =0, A, —=0, Ayzıss = 


E i ö Ayzyu ee 
Die unbestimmte Größe — — der Gleichung 
\ A Ass K 
‚hält den Wert a Da mit Ay, „, auch Ar a 


A 
verschwinden, die Gleichung I über in: n 


a 
16) + (a, ee dns + ae = 0 y. 


2) Dielen, pag. 152, (10). 
?) ebenda, pag. 153, (12). 
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Zwei Axen der Fläche werden unendlich, die Fläche 
ist ein System von zwei reellen oder imaginären oder 
zusammenfallenden parallelen Ebenen. 

Plücker weist gelegentlich’) darauf hin, daß die 
Bedingungen, die er im Anschluß an die kubische 
Gleichung erhält, aus den früher gewonnenen hervorgehen. 

Da er im zweiten Paragraphen bereits eine voll- 
ständige Klassifikation gegeben hat, führt er sie hier nicht 
wieder vollständig durch. 

Ein Fortschritt Cauchy gegenüber ist es nun, daß 
Plücker die homogenen Koordinaten einführt, die er 
mit p, q, r, S bezeichnet. Indem er die durch reelle 
Kollineation verwandten Flächen zusammenfaßt, gibt er 
die folgende Klassifikation ?): 


Te; 
IST AFT EU: 
A Re 
Die Fläche ist imaginär. 
--ß. nicht zugleich A,,,,>0, 4: A, >0. 
Die Fläche ist geradlinig. 
RHAI 
Die Fläche ist nicht geradlinig. 
ID. 


Es ergeben sich zwei koordinierte Fälle, die all- 
gemeine Gleichung stellt einen Punkt oder einen Kegel 
dar, je nachdem 


men... 02, A, > 0. ist oder 


b. nicht gleichzeitig beide Bedingungen erfüllt sind. 


') Plücker, pag. 152, Anmerkung. 
*) ebenda, pag. 73— 75. 
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I. A=0,A,=0, A,„=0, 
a. Agsyat = 0, 
bei, 0 


Die Fläche degeneriert in ein System von zwei 
Ebenen, die im ersten Fall reell, im zweiten imaginär sind. 


IV AD Ay = 0, A,—0, Ay, = Ayp.zs = 
a 


34,22 


Die allgemeine Gleichung stellt zwei zusammen- 
fallende Ebenen dar. 

Ein weiteres Verdienst Plücker’s ist es, daß er die 
Ebenenkoordinaten eingeführt und die allgemeine Gleichung 
der Oberflächen zweiter Klasse diskutiert hat. Indem er 
zunächst wieder die reell kollinear verwandten Flächen 
zusammenfaßt, klassifiziert er '): 


Il. A-F0 


Die sich hier ergebenden Flächen sind dieselben, wie 
sie sich für den entsprechenden Fall aus der allgemeinen 
Gleichung in homogenen Punktkoordinaten ergaben. 


IE As=0: 


Die allgemeine Gleichung in homogenen FEbenen- 
koordinaten stellt eine reelle oder imaginäre Kurve zweiter 
Klasse dar. | 

I 0 A, N 8 


Die Kurve zerfällt in ein System von zwei reellen 
oder imaginären Punkten. 


IV. Ass, a, A;,, =. A,, ud, 
Aus > =0, An, = 0, Ay. VER == 


Plücker wählt hier aus den vollständigen Bedingungen 
andere sechs aus wie für den entsprechenden Fall der 


1) Plücker, pag. 79-80. 
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Oberflächengleichung zweiter Ordnung —, die beiden 
Punkte fallen zusammen. 

In einer zweiten Klassifikation der Oberflächen zweiter 
Klasse!) in Anlehnung an die kubische Gleichung für die 
Hauptaxen der Fläche trennt Plücker durch Bedingungen 
zwischen den Konstanten der ursprünglichen Gleichung 
in Ebenenkoordinaten, die er mit t, u, v, w bezeichnet, 
auch die Flächen voneinander, die durch reelle Kollineation 
verwandt sind. Er erhält zunächst aus der ursprünglichen 
Gleichung 


1) 1= 4,1 a A, U ie d;; y“ + 23,,UV + 22, vt+ 

2a,,tu4+ 2a,tw-+ 2a3,,uw-4 2a3,w-+3a,W’= 0 
durch die Koordinatentransformation 

w=w —- zv—- yu-—x't 

die folgende: | 

17°) At t° An A u’ nn ER ren SEE uv 

— 2A gisa Yt T2A, tu au Wwe— 0, 

wenn der Akzent bei w wieder fortgelassen und wenn 
angenommen wird: 


N DT a Re a et 
| Ayy Ay Ay 
oder 
17%) a,t°’+0,UuU°+a,V’+ 2a,,uv-+ 20,, vt 
erg 
+ 2a,tu = w°°), 
wenn 
SE RESch Wr Adasıı Ar: 9a 
re CHILE T Se Beer 27973 
Ay Ayy Aus 
; An Ay das ie EL 
23 29 31 29 Pass; 0 
Ay Ay, Ayy 


gesetzt ist. 
1) Plücker, pag. 191 ff. 
?) ebenda, pag. 197, (2). 
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Um die Gleichungen für die Richtung der 1 
zu erhalten, schneidet Plücker die Oberfläche mi 


Ebene ” 
tx + uWy- v2 — U 
und definiert sie als Hauptschnitt, wenn die R 


die Richtung der Hauptaxen sich demna 


Gleichungen: 
in I Ss 
| ( EEE ee) 
= t. u’ a 
(a, 7 ss yr 0 vo 
19) 1 | ” u = 
| (@ yw N gi En %,) = 
t/ u‘ uw ee 
| — (a, oe en; 


und für die Quadrate der Halbaxenlängen : 


| re DR ee ” - 
20) ar tt +, - MU, 0 
Os] Ü te les SEI 


aus denen sich durch Elimination von t, 1% n a 


Br | 
21) se He 


die ursprünglichen ersetzt werden, en 


A) Plücker, "pag, 197, © ee”. 
2) ebenda, pag. 198, (0: 2. 
') ebenda, pag. 198, 0 
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x r“ 
Dh (Ays,s3 = Ayzyıı Ir A, 1,92) 2.2 
44 
22) r2 A 
Marz. Ass nn Ass) Eh ST real '). 
44 44 


An diese kubische Gleichung schließt sich die folgende 
Klassifikation ?): 
Rahm He, 
RAT (, 
2 Ayn,33 Ey Ay, Tr Au, BEn DR 
(A, + Ass kr Az) Ayy > 0, 


die Gleichung (17) stellt das imaginäre Ellipsoid dar. 

ß. sind nicht beide Bedingungen (a) erfüllt, ist die 
Fläche ein einschaliges Hyperboloid. 

Die beiden Bedingungen (a) löst Plücker mit Hilfe 
seiner identischen Relationen in die einzelnen auf: 


Ay, > 0, Ayı >00, Aı,n> 0, 
2, Aı>0, 2, A, >0, 2, Ay > 0. 
B. 0, 
a Ay t Ay, TA, <0, 
(Aut Ay + Ay)a, >0, 
oder; An < 0, Ay <0, Am <O; 


24 A, >0, 2, Au >0, 2, Au >0; 


die durch die Gleichung (17) dargestellte Fläche ist ein 
Ellipsoid. 

ß. die Bedingungen (a) sind nicht zugleich erfüllt, 
die Fläche ist ein zweischaliges Hyperboloid. 


In Ar: 


1) Plücker, pag. 201, (22). 
2) ebenda, pag. 201—204. 


an 
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Die Gene (22) reduziert sich zu a x 
23) I + Ba r ku) 
ze Ayı a + A, %: ne 


ur 

das durch die Gleichung (17) dargestellte Gebild 
ebene Kurve. 
a. (A; 4 A, = A;;) a), — 0 oder ; 

auAı<0, As A, <0, 2, Ass . 0, 

die ebene Kurve ist eine Hyperbel; % 


Bars 2,>0 oder 
Ay A}, ex 0, Ay As >> 0, Ay, u -— Ne 
die Kurve ist eine Ellipse und zwar eine reelle, 
a. Ay, t Ass F Arıyae <O oder : ei 

Ass d), Aysyıı 0, Ayıyoo <od, Zi: 
eine imaginäre, wenn = ” 3 
P- Aysyss + Assyın + A, > 0 oder 


= 


ae —>d, a nn De zZ b2 


der Gleichung folgt: 


£ 2) u Arm + Aa + Anm _ 
44 

a. Ba, Aneh m, 

» Aa, 0, er De) Aa 

ae Be ne 0, An = 0, Anm => 0; 


2 Pldcken, pag. 202, SI. 
: u pas: 202. | 
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Diez, 


Der Mittelpunkt (18) der Fläche liegt unendlich weit, 
die Gleichung (17) ist demnach die eines Paraboloids. 
Die größte Wurzel der Gleichung (22) hat den Wert: 


Beet sales 25 Et 3% es 
— _— Er 
Ayy 


die beiden andern ergeben sich aus der Gleichung: 


Er u Ass ar A fsas) r°+ 

r? A 
ar, =0'); 
4 


Aus 


25) 


a. A>0, 
das Paraboloid ist hyperbolisch, da 
Aygyss 8 Assyıı Ar Anıyaa Ser (a, u au. + a ) 
also negativ ist, 
b. A<0, 


das Paraboloid ist ein elliptisches. Insbesondere ist das 
Paraboloid gleichseitig, wenn 


Aıt As = A;; == 
ist, ein Rotationsparaboloid, wenn 


(Ayı ä Ass 7 A)" + 4 (a4 a5 Ey Zi A, ) A —0 ist. 
Va, = 0, A=0. 


Das Paraboloid artet in eine Parabel aus, die wieder 
in ein System von zwei Punkten zerfällt, von denen der 
eine in gegebener Richtung unendlich weit liegt, wenn 


außerdem 
Aut Ag + A,;—0 Ist. 


1) Plücker, pag. 203, (31). 
Bi 


60 


Eine im einzelnen von der oben wiederg 
abweichende Klassifikation zibt !) Plücker im 
an die transformierte Gleichungstorm : 


a] Aysıa 


die erste Koordinate w als die vierte be a 
wie aus den folgenden Entwickelungen hervorgeht 
| A 
NR 5 

die Gleichung (26) ist die Gleichung eines Ellips 


ß. sind die Bedingungen (a) nicht beide erfüllt 
die Oberfläche ein zweischaliges Hyperboloid. 


II. A=0. 


Die Gleichung (26) stellt eine ebene Kurve 
Klasse darseı ji 
‚a. A —d, a, Ay >I). 3 | 
ar Ayu0, 2,,4,>0 L 
ae) | 


Die Kurve ist den drei Fällen entsprechend mi 
eine Be oder Hyperbel. 


1) Piyeken pag. 81—87. 

°) vergl. pag. 44 dieser Arbeit. 2 
3) Die Bedingungen hat Plücker nicht in 
5 ausgesprochen ; ‚sie folgen aus seinen 
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III. A=0, alle Unterdeterminanten dritten Grades 
verschwinden. 
nr er a: 
b. Aa, >. 
Die ebene Kurve zerfällt in ein System von zwei 
reellen oder imaginären Punkten. 
IV. A=0, die Unterdeterminanten dritten und 
zweiten Grades verschwinden. 
Die beiden Punkte fallen zusammen. 
Pos (0A --0 0der 
rl —=(, Au =F 0. 
Da die Gleichung (26) ihre Bedeutung verliert, bringt 
Plücker sie auf eine Form, so daß die Koäffizienten einen 
endlichen Wert erhalten, nämlich: 


a, ww 4 —— Rasa ?-+-(24,wWw+2a,t+23,,U+3,V)v=0 
oder: 
a,W°+(23,,W4+2a,t-+ 2a,u)u+ 2 a: 
44 

Beide Gleichungen stellen ein Hyperboloid dar und 

zwar ein einschaliges, wenn 
de Bra, 0 resp. AIG, 
ein zweischaliges, wenn 
br A,.,1>>0 resp AT 0SBSE 


Die Bedingung A >0 im Fall (a) erklärt sich daraus, 
daß mit dem Verschwinden von A,,,,, das Produkt a 1A 
negativ wird. 

Kommen schließlich zu den an die Spitze gestellten 
Bedingungen hinzu: 


C. Az, 0 resp. A—=0, 
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so stellt die Gleichung (26) eine Hyperbel, 
v. u — = u 


mumtdchan Fa 


33, 44 


stellt, je nachdem | | | 
a. Ay,A>0 oder 
b. Ay, 4A <0 ist. 


Falls auch 
GA 0 wird, 


eben. das Paraboloid in eine Parabel. Wenn } sch e 

d... A und .die Unterdeterminanten dritten 
verschwinden, zerfällt die Parabel in ein Syst 
zwei Punkten, von denen der eine nach“ 
Richtung unendlich weit liegt. : 

Verschwindet außer a,, auch A,,,4, ER 
sonderer Fall erhalten, da eine andere Axer 
bewirkt, daß die Gleichung (26) ihre a ei 
erhält. 


VL 2, —d, I Me). ad Am 
‚oder: a 0, 29,0, a, Ka 


Die Gleichung‘ (26) reduziert sich zu 


11,4 9 Seh 
au + —— ut v= 
IS ” = Ay, 5 Ana EN 


der Gleichen eines ae in der unend nal 
Ebene. In Verbindung mit nn N 
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stellt die letzte Gleichung einen Kegel dar, dessen Spitze 
w=0 ist; er ist imaginär, wenn 


a. Au,u>0,; a9 A. > 0 ist, 
reell, wenn 


b. nicht zugleich beide Bedingungen erfüllt sind. 
Wird insbesondere auch 


Gr AN), 


so zerfällt der Kegelschnitt in zwei nach bestimmten 
_ Richtungen unendlich weit liegende Punkte, die reell oder 
imaginär sind, je nachdem 


a. A, 0 oder 
BP. Ana > 0 Ist. 


Wird schließlich auch 


y. A —=0, Aua=0, 


11,44 2, 
so reduziert sich die Gleichung des unendlich fernen 


Kegelschnitts zu 
re, 


stellt demnach ein System von zwei zusammenfallenden 
Punkten dar, die nach gegebener Richtung unendlich 
weit liegen. 


64 


III. Die Klassifikation der Oberflächen 
zweiten Grades bei Hesse. 


Wie eine Betrachtung der beiden ersten Hauptteile 
der vorliegenden Arbeit ergibt, ist die Klassifikation der 
Oberflächen zweiter Ordnung resp. zweiter Klasse bei 
Cauchy und Plücker eine völlig ausreichende. Doch 


erstreckt sich die Vollkommenheit ihrer Darstellung nur 


auf den Inhalt und die Methode; die analytische Gestalt, 
in die sie ihre Resultate kleiden, besitzen meist nicht 
jene der Natur der algebraischen Probleme angepaßte, 
elegante Form, an welche wir besonders seit Hesse 
gewöhnt sind, der den Ergebnissen eine übersichtlichere, 
äußere Form gab, dadurch daß er die Determinantentheorie 
auf die analytische Geometrie anwendete. Zum bessern 
Verständnis der klassischen Untersuchungen Hesse’s wird 
eine kurze Entwickelungsgeschichte der Determinanten- 
theorie von Nutzen sein. 

Die ersten Anzeichen einer solchen treten bereits bei 
Leibniz auf!), in bestimmterer Form bei Cramer?) 
von neuem, dann ferner bei Bezout?°), Laplace‘), 


I) Leibnizens mathemat. Schriften, herausgegeben von 
Gerhardt. Band 2, pag. 238. 

°) Cramer. Introduction a l’analyse des courbes algebriques; 
pag. 657 X. 

°®) Histoire de l’Academie Royale des Sciences. Annee 1764, 
pag. 288 ff. 

*) Histoire de l’Acad&mie Royale des Sciences. Annee 1772, 
seconde partie, pag. 294. 
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Vandermonde'), Lagrange°), Rothe?), Gauß*). Doch 
betreffen alle von diesen gemachten Versuche und 
Andeutungen nur spezielle Fälle und zwar meistens die 
Auflösung eines Systems von linearen Gleichungen oder 
die Elimination von Unbekannten aus demselben. Erst 
Lagrange wendet die Theorie auch auf Aufgaben aus 
der analytischen Geometrie und endlich Gauß bei seinen 
Untersuchungen zahlentheoretischer Natur an. Aber bei 
keinem der genannten Forscher finden sich der Deter- 
minantenbegriff und die Eigenschaften der Determinanten 
in ihrem systematischen Zusammenhang entwickelt und 
als besondere Lehre vorausgeschickt. 

Erst Cauchy hat dem formlos hin- und herzerstreuten 
Material Form und hierdurch auch Wert gegeben und 
kann deshalb wohl mit Recht als der eigentliche Begründer 
der Determinantentheorie hingestellt werden). 

Er geht in seiner Abhandlung) aus von der Funktion 


D,„=S kch: Ayydggr.- An), 


die auch in neueren Werken noch häufige als Ausgangs- 
funktion der Theorie dient; das Operationssymbol erstreckt 
sich auf die ersten Indizes, die einzelnen Glieder der 
Summe erhalten das positive oder negative Vorzeichen, 
je nachdem die Zahl der in dem betreffenden Ausdruck 
enthaltenen zyklischen Substitutionen gerade oder ungerade 


1) Histoire de l’Academie Royale des Siences. Annee 1772, 
seconde partie, pag. 516 ff. 

2) Nouv. Mem. de l’Academie Royale de Berlin. Annee 1773, 
pag. 85 und 149 ff. 

®) Sammlung komb.-anal. Abhandl. II. Teil, pag. 268. 
Leipzig 1800. 

*) Gauß. Disquis. arithmet., pag. 165 ff. 

5) Studnicka. A. L. Cauchy als formaler Begründer der 
Determinantentheorie. 

6) Journal de 1’Ecole royale polytechnique, cahier 17, 
pag. 29—112. | 
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ist. Die verschiedenen Elemente ordnet dann Gauchy 
in dem Schema an: 


Sram, An) l&; une 


\ Ani An2 ° . . Anne 


Er leitet einige einfache Determinantensätze ab, 
beschäftigt sich mit der Auflösung eines Systems von linearen 
Gleichungen und entwickelt das Multiplikationstheorem. 

Die Gauchy’sche Abhandlung blieb während der 
ersten Jahrzehnte nach ihrem Erscheinen so unbekannt, 
daß diese Theorie einer neuen 1841 erschienenen Be- 
arbeitung durch Jakobi°) bedurfte, um die mathematische 
Welt auf diese Erscheinung aufmerksam zu machen, 
Infolge dieser Anregung erschienen dann mehrere Lehr- 
bücher, die diesen Gegenstand systematisch behandelten, 
unter denen in erster Linie das schon mehrfach zitierte- 
Lehrbuch von Baltzer zu nennen ist, und Hesse wurde 
veranlaßt die Ergebnisse in der analytischen Geometrie zu 
verwenden. Er gibt allerdines in seinen „Vorlesungen 
über analytische Geometrie des Raumes“ keine ausführliche 
Klassifikation der Oberflächen zweiten Grades, wie es. 
Cauchy und Plücker in ihren Werken getan haben, 
sondern gibt nur in großen Zügen den Gang einer 
solchen Klassifikation an. Er legt als die allgemeine 
Gleichung für die Oberflächen zweiter Ordnung zu grunde°): 


!) Journal de l’Ecole royale polytechnique, cahier 17, pag. 53. 
?) Crelle’s Journal, Band XXII. pag. 285f. und 319. 
De formatione et proprietatibus Determinantium und de Deter- 
minantibus functionalibus. 
3) Hesse. Vorlesungen über anal. Geom. des Raumes, 
pag. 159—163. 
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1) 28, ,Z3P)= aux + MY 4 492° + Ay; P’ 
+ 23,,Xy + 23,,X2 422,,Xp 
+22,y2+22,yP+ 23,72p=0 


und stellt die Gleichungen auf, die den Mittelpunkt der 
Oberfläche bestimmen. Diese löst er nicht weiter auf, 


sondern gibt nur den den drei Koordinaten 


gemeinsamen Nenner an. Je nachdem dieser von 0 
verschieden ist oder verschwindet, entstehen Flächen mit 
oder ohne Mittelpunkt. Dann gibt er die Hauptdeter- 
minante A an; verschwindet diese, liegt der Mittelpunkt 
auf der Fläche, die demnach ein Kegel ist. Dieser 
zerfällt in ein Ebenenpaar, wenn die Funktion f sich in 
zwei lineare Faktoren zerlegen läßt. 

An anderer Stelle‘) leitet Hesse die kubische 
Gleichung ab, von der die Hauptaxen abhängen, indem 
er eine Koordinatentransformation vornimmt 


x=aX+aY-+a'Z 
y=bX-+b’Y-+b“Z 
z=cX+cY-+c"Z; 


die Richtungskosinus werden so bestimmt, daß die 
Koeffizienten der Produkte yz, zx, xy verschwinden. Sind 
die drei Werte der kubischen Gleichung von 0 verschieden, 
ist die Fläche (1) je nach den Vorzeichen der Wurzeln 
ein reelles oder imaginäres Ellipsoid, ein Hyperboloid mit 
einer oder zwei Mantelflächen oder ein reeller oder 
imaginärer Kegel. Verschwindet eine Wurzel, stellt die 
Gleichung (1) ein elliptisches oder hyperbolisches Paraboloid 
dar und, wenn zwei Wurzeln verschwinden, einen 
parabolischen Zylinder. Die Zeichenfolge der kubischen 
resp. quadratischen Gleichung gibt Aufschluß darüber, 
wann die eine oder andere Oberfläche erhalten wird. 


!) Hesse, pag. 242 ff. 


der Faktor; verschwindet. 


Die allgemeine Gleichung für die Ober 
Klasse!) lautet bei Hesse: | | 


Die Gleichung des Mittelpunktes ist: 


taten ter, 
folglich seine Koordinaten: 


ist, dagegen fällt er ins Tienäliche, wenn 
HART 


Soweit die a Hesse’s über die Ka 
der Oberflächen zweiten Grades, auf Grund dere 
vollständige Angabe der Klein leicht du sc 
ist, die mit der von Cauchy und Plücker 
übereinstimmen würde, Eine solche Klassifikatic 
der die Bedingungen in Determinanten ausgedrück 
findet sich vollständig durchgeführt in den nVou 
von Clebsch?). 


') Hesse, pag. 159—160. a, 
2) Olehsch- Lindemann. Vol über 
2. Band, 1. Teil, pag. 161-163 und au m 
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Wird das Gesamtergebnis der vorliegenden Arbeit 
noch einmal kurz zusammengefaßt, so ist es das folgende: 

Eine Klassifikation der Oberflächen zweiter Ordnung 
hat schon Cauchy vollständig durchgeführt; es fehlen 
bei Cauchy noch die homogenen Koordinaten, die Plücker 
einführt. Bei Plücker tritt außerdem die Oberfläche 
zweiter Klasse auf. Durch Verbindung der Determinanten 
und der homogenen Schreibweise für die Gleichungen der 
Flächen erreicht schließlich Hesse die vollkommenere Form 
der Bedingungen. 


—— nt — 


Sa 


